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Resumen En muchos problemas de toma de decisión intervienen múlti-
ples criterios que pueden ser de diferente naturaleza cualitativa o cuan-
titativa. Ésto implica que el problema deba definirse en un contexto
heterogéneo en el que los expertos pueden utilizar diferentes tipos de
información para expresar sus valoraciones las cuales pueden ser vagas
e imprecisas. Además, en algunas ocasiones los expertos pueden dudar
sobre sus valoraciones porque no tienen suficiente información o conoci-
miento sobre el problema de decisión. En esta contribución se propone
un modelo difuso de toma de decisión multi-criterio TOPSIS capaz de
modelar la vaguedad e imprecisión mediante el modelado difuso y los
conjuntos de términos lingǘısticos difusos dudosos para facilitar a los
expertos la expresión de sus valoraciones y obtener resultados precisos y
fiables.

Keywords: Toma de decisión multi-criterio, información heterogénea,
expresiones lingǘısticas comparativas, conjunto de términos lingǘısticos
difusos dudosos.

1. Introducción

La toma de decisiones es un proceso habitual que realizan los seres humanos
en su vida diaria y que consiste en seleccionar la mejor alternativa de un conjunto
de posibles alternativas. Hay muchos problemas de toma de decisión en los cuales
las alternativas se evalúan atendiendo a varios criterios, hablándose de Toma de
Decisiones Multi-Criterio (TDMC). Ésto implica una optimización múltiple de
dichos criterios. Con frecuencia los criterios definidos en las alternativas pueden
ser de diferente naturaleza, cuantitativa o cualitativa. En este caso, el problema
de TDMC es definido en un marco de trabajo heterogéneo. Ésto no solo implica
la necesidad de definir un contexto heterogéneo [4,9] en el cual diferentes tipos
de información puedan modelar el conocimiento y la incertidumbre, sino que
puede hacer que los expertos que participan en el problema de decisión propor-
cionen información vaga e imprecisa y duden sobre sus valoraciones. El uso del
enfoque lingǘıstico difuso [5,8,12] ha proporcionado muy buenos resultados mo-
delando la incertidumbre relacionada con la vaguedad y la imprecisión mediante
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variables lingǘısticas. Sin embargo, para modelar la incertidumbre provocada
por la duda es necesario un enfoque más flexible capaz de modelar expresiones
lingǘısticas más complejas que los términos lingǘısticos. Para ello se han intro-
ducido diferentes propuestas [1,11,16], pero las expresiones que obtienen estas
propuestas no son similares a las expresiones utilizadas por los seres humanos
en situaciones de decisión. Recientemente, Rodŕıguez et al. han introducido el
concepto de Conjunto de Términos Lingǘısticos Difusos Dudosos (CTLDD) [15]
que permite modelar múltiples términos lingǘısticos y definieron una gramática
libre de contexto capaz de generar formalmente expresiones lingǘısticas compa-
rativas con el objetivo de facilitar a los expertos la expresión de información
lingǘıstica cuando tienen que proporcionar sus valoraciones y dudan entre varios
términos lingǘısticos. Estas expresiones son similares a las expresiones utiliza-
das por los seres humanos en problemas de toma de decisión siendo su base de
representación dichos CTLDD.

Existen diferentes modelos de TDMC [2,8,13], pero que nosotros sepamos
ninguno de ellos es capaz de manejar información heterogénea que incluya ex-
presiones lingǘısticas más complejas que términos lingǘısticos simples. Por tanto,
el objetivo de esta contribución es proponer un proceso de selección basado en un
modelo difuso de TDMC TOPSIS que sea capaz de tratar con problemas defini-
dos en un contexto heterogéneo en el que expresiones lingǘısticas comparativas,
términos lingǘısticos, valores numéricos e intervalares, puedan ser utilizados tan-
to para valorar los criterios definidos en el problema de toma de decisión, como
para expresar las opiniones sobre la importancia de los criterios.

El resto de esta contribución se organiza como sigue: la Sección 2 hace una
breve revisión sobre el modelado de información lingǘıstica dudosa mediante el
uso de gramáticas libres de contexto y CTLDD. En la Sección 3 se propone
un proceso de selección basado en un modelo difuso de TDMC TOPSIS capaz
de manejar expresiones lingǘısticas comparativas, términos lingǘısticos, valores
numéricos e intervalares. Finalmente, algunas conclusiones son presentadas en
la Sección 4.

2. Modelado de Información Lingǘıstica Dudosa

En un problema de TDMC el experto o conjunto de expertos que participan
en el problema tienen que valorar múltiples criterios para obtener la valoración
de las diferentes alternativas. Matemáticamente, un problema de TDMC puede
ser modelado como sigue:

(Toma de decisiones multi-criterio) =

{
Seleccionar : x1, x2, . . . , xn

sujeto a : c1, c2, . . . , cp
(1)

donde X = {x1, . . . , xn} es un conjunto de n alternativas, y C = {c1, . . . , cp}
representa un conjunto de p criterios que caracteriza una situación de decisión.
Una representación del problema puede observarse en la Tabla 1, donde cada
entrada rij indica la valoración de la alternativa xi respecto al criterio cj .
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Tabla 1. Esquema general de un problema de TDMC

Alternativas Criterios

xi c1 c2 . . . cp

x1 r11 r12 . . . r1p
...

...
...

...
...

xn rn1 rn2 . . . rnp

Normalmente, los expertos que participan en un problema de TDMC expre-
san sus valoraciones atendiendo a su conocimiento y analizando la información
disponible sobre el problema. Sin embargo, en algunos problemas de TDMC los
expertos pueden dudar sobres sus valoraciones debido a la falta de conocimiento,
presión del tiempo o falta de información sobre el problema. En estas situaciones
el uso de un único valor no es suficiente para espresar sus valoraciones. Reciente-
mente, Torra ha introducido el concepto de Conjunto Difuso Dudoso (CDD) [17]
para modelar este tipo de incertidumbre en contextos cuantitativos, permitien-
do a los expertos definir el grado de pertenencia de un elemento a un conjunto
difuso mediante varios valores.

Definición 1 [17] Sea X un conjunto de referencia, un CDD en X es una
función h que devuelve un subconjunto no vaćıo de valores en el intervalo [0,1]:

h : X → P ([0, 1]) (2)

Similarmente, en contextos cualitativos puede suceder que los expertos du-
den entre varios términos lingǘısticos para valorar una variable lingǘıstica. Para
modelar este tipo de incertidumbre en contextos cualitativos, Rodŕıguez et al.
[15] introdujeron el concepto de CTLDD.

Definición 2 [15] Sea S = {s0, . . . , sg} un conjunto de términos lingǘısticos,
un CTLDD HS, se define como un subconjunto finito ordenado de términos
lingǘısticos consecutivos de S.

HS = {si, si+1, . . . , sj}, tal que sk ∈ S, k ∈ {i, . . . , j} (3)

Ejemplo 1 Sea S = {Nada,Muy Bajo,Bajo,Medio,Alto,Muy Alto, Perfecto}
un conjunto de términos lingǘısticos, y ϑ una variable lingǘıstica, un CTLDD
HS(ϑ) podŕıa ser,

HS(ϑ) = {Alto,Muy Alto, Perfecto}
HS(ϑ) = {Muy Bajo,Bajo,Medio}

Sin embargo, en problemas de toma de decisión los expertos que dudan entre
varios términos lingǘısticos no suelen utilizar múltiples términos lingǘısticos para
expresar sus preferencias, sino expresiones lingǘısticas comparativas cercanas al
proceso cognitivo de los seres humanos. Por tanto, Rodŕıguez et al. mejoraron la
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elicitación de información lingǘıstica dudosa generando expresiones lingǘısticas
mediante el uso de una gramática libre de contexto. Las expresiones generadas
son similares a las expresiones que utilizan los seres humanos en situaciones de
decisión cuando tienen duda. Una gramática libre de contexto GH , fue definida
en [14] para construir expresiones lingǘısticas comparativas similares a las expre-
siones utilizadas por los expertos en problemas de toma de decisión lingǘısticos.

Definición 3 [14] Sea GH una gramática libre de contexto y S = {s0, . . . , sg}
un conjunto de términos lingǘısticos. Los elementos de GH = (VN , VT , I, P ) son
definidos de la siguiente forma:

VN = {〈término primario〉, 〈término compuesto〉, 〈relación unaria〉,
〈relación binaria〉, 〈conjunción〉}

VT = {menor que,mayor que, al menos, como mucho, entre, y, s0, s1, . . . , sg}
I ∈ VN
P = {I ::= 〈término primario〉|〈término compuesto〉
〈término compuesto〉 ::= 〈relación unaria〉〈término primario〉|

〈relación binaria〉〈término primario〉〈conjunción〉〈término primario〉
〈término primario〉 ::= s0|s1| . . . |sg
〈relación unaria〉 ::= menor que|mayor que|al menos|como mucho
〈relación binaria〉 ::= entre
〈conjunción〉 ::= y}

Ejemplo 2 Supongamos el conjunto de términos lingǘıstico S = {Nada,Muy
Bajo,Bajo,Medio,Alto,Muy Alto, Perfecto}, dos posibles expresiones lingǘısi-
cas comparativas ll1 y ll2 generadas por la gramática libre de contexto GH podŕıan
ser las siguientes:

ll1 = menor que Bajo
ll2 = entre Medio y Muy Alto

Para realizar operaciones con estas expresiones, una función de transforma-
ción EGH

, fue definida en [15] para transformar las expresiones lingǘısticas en
CTLDD para poder operar sobre ellos.

Definición 4 [15] Sea EGH
una función que transforma las expresiones lingǘısti-

cas ll obtenidas mediante la gramática libre de contexto GH , en CTLDD HS,
donde S es el conjunto de términos lingǘısticos utilizado por GH , y Sll es el
conjunto de expresiones lingǘısticas generadas mediante GH .

EGH
: Sll −→ HS (4)

La transformación de las expresiones lingǘısticas comparativas en CTLDD
dependerá de las expresiones que genere la gramática libre de contexto GH . A
continuación se introduce la transformación de las expresiones generadas por la
gramática libre de contexto GH , introducida en la Definición 3.

EGH
(si) = {si/si ∈ S}

EGH
(menor que si) = {sj/sj ∈ S y sj < si}
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EGH
(mayor que si) = {sj/sj ∈ S y sj > si}

EGH
(al menos si) = {sj/sj ∈ S y sj ≥ si}

EGH
(como mucho si) = {sj/sj ∈ S y sj ≤ si}

EGH
(entre si y sj) = {sk/sk ∈ S y si ≤ sk ≤ sj}

Para facilitar los procesos computacionales con CTLDD, en [10] fue propuesto
el concepto de envoltura difusa para CTLDD que representa las expresiones
lingǘısticas mediante una función de pertenencia difusa obtenida de agregar los
términos lingǘısticos que componen el CTLDD.

Definición 5 [10] Sea HS = {si, si+1, . . . , sj} un CTLDD tal que sk ∈ S =
{s0, . . . , sg}, k ∈ {i, . . . , j}.

envF (HS) = T (a, b, c, d), (5)

donde T(a,b,c,d) es una función de pertenencia triangular o trapezoidal.

En este trabajo utilizaremos la envoltura difusa para facilitar los procesos
computacionales con las expresiones lingǘısticas comparativas. Más información
sobre la obtención de la envoltura difusa puede ser encontrada en [10].

3. Proceso de Selección Basado en un Modelo Difuso de

TDMC TOPSIS

Esta sección propone un proceso de selección basado en un modelo difuso de
TDMC TOPSIS definido en un contexto heterogéneo. En este modelo los exper-
tos que participan en el problema de decisión pueden expresar sus valoraciones
sobre los criterios, y su opinión sobre la importancia de los mismos mediante
expresiones lingǘısticas comparativas, términos lingǘısticos, valores numéricos e
intervalares, dependiendo de la naturaleza de los criterios y el área de conoci-
miento de cada experto. Este proceso de selección se divide en seis pasos que a
continuación se detallan.

3.1. Definición del Marco de Trabajo

En esta fase se definen todos los elementos que forman parte del problema
de TDMC.

Un conjunto de expertos E = {e1, . . ., em} que participan en el problema.
Un conjunto de alternativas X = {x1, . . ., xn}.
Un conjunto de criterios C = {c1, . . ., cp}.
El conjunto de dominios de expresión D, en el que las valoraciones sobre los
criterios y la importancia de los mismos serán expresados. En este trabajo
los dominios de expresión que se van a utilizar son los siguientes:
• Expresiones lingǘısticas comparativas, ll ∈ Sll.
• Términos lingǘısticos, S = {s0, . . . , sg}.
• Valores numéricos, ϑ ∈ ℜ.
• Valores intervalares, ϑ ∈ I[i, i] donde i, i ∈ ℜ.
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3.2. Recolección de Información

Una vez se ha definido el marco de trabajo del problema de TDMC, los
expertos ek ∈ E proporcionan sus valoraciones sobre las alternativas xl ∈ X y
criterios ci ∈ C utilizando los dominios de expresión definidos en la fase anterior.
Las valoraciones son representadas mediante vectores de utilidad, (rkli , . . ., r

kl
p )

con i∈{1, . . ., p} (ver Tabla 2).

Tabla 2. Valoraciones sobre las alternativas xl según los criterios ci

e1 {r1l1 , . . . , r1lp }

e2 {r2l1 , . . . , r2lp }

. . . . . .

em {rml
1 , . . . , rml

p }

De igual forma los expertos expresarán sus opiniones sobre la importancia de
los criterios ci, para poder determinar el peso de los mismos. Estas valoraciones
son también representadas mediante vectores de utilidad (wk

1 , . . ., w
k
p) (ver Tabla

3).

Tabla 3. Importancia de cada criterio ci según cada experto ek, w
k
i

e1 {w1
1, . . . , w

1
p}

e2 {w2
1, . . . , w

2
p}

. . . . . .

em {wm
1 , . . . , wm

p }

3.3. Proceso de Unificación

Dado que los expertos han utilizado diferentes dominios de expresión para
expresar sus valoraciones, para poder realizar el proceso de agregación es ne-
cesario que la información heterogénea sea unificada en un único dominio de
expresión. En este caso será un dominio difuso para facilitar el modelado de
la incertidumbre en los procesos computacionales. El proceso de unificación es
diferente según el tipo de información.

Las expresiones lingǘısticas comparativas ll ∈ Sll son transformadas en
CTLDD HS , mediante la función de transformación EGH

(·). A continua-
ción se obtiene la envoltura difusa envF (·) para cada CTLDD.

envF (EGH
(rkli )) = T (a, b, c, d)

Los términos lingǘısticos si ∈ S = {s0, . . . , sg} son representados mediante
números difusos trapezoidales. De esta forma, un término lingǘıstico si es
representado mediante un número difuso trapezoidal Ã = (a, b, c, d).
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Los valores numéricos ϑ, primero son normalizados en el intervalo [0,1] y
después son transformados en números difusos trapezoidales utilizando la
siguiente función [6]:

Definición 6 Sea RN una función que transforma un valor numérico en un
número difuso trapezoidal:

RN : [0, 1] → Ã (6)

RN (ϑ) = Ã = (ϑ, ϑ, ϑ, ϑ)

donde ϑ ∈ [0, 1].

Los valores intervalares I = [i, i] al igual que los valores numéricos son pri-
mero normalizados en el intervalo [0,1] y luego transformados en un número
difuso trapezoidal. Un valor intervalar tiene definida su función de pertenen-
cia en un dominio difuso como sigue [7]:

µi(x) =





0 si x < i
1 si i ≤ x ≤ i
0 si i < x

(7)

donde x ∈ [0, 1].

La función de transformación para valores intervalares se define mediante la
Ecuación (7).

Definición 7 Sea RI una función que transforma un valor intervalar en un
número difuso trapezoidal:

RI : [i, i] → Ã (8)

RI([i, i]) = Ã = (i, i, i, i)

donde i, i ∈ [0, 1] y i ≤ i.

Por cuestión de notación, una vez las valoraciones sobre los criterios rkli , y la
importancia de los mismos wk

i han sido unificadas en un dominio difuso, éstas
serán representadas con la siguiente notación: r̃kli y w̃k

i .

3.4. Obtención de los Pesos de los Criterios

En esta fase las opiniones que los expertos han proporcionado sobre la impor-
tancia de los criterios w̃k

i , son utilizadas para obtener los pesos de los mismos.
Esta fase se divide en tres pasos:
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1. Obtención de los pesos globales difusos : una vez los pesos han sido unificados
en un dominio difuso, éstos son agregados para obtener un peso difuso global
para cada criterio w̃i. Para realizar el proceso de agregación es utilizada la
siguiente ecuación:

µw̃i
(z) = supz=max(x1,x2,...,xm)min

(
µw̃1

i

(x1), µw̃2

i

(x2), . . ., µw̃m

i
(xm)

)
,

xt∈X, t∈{1, . . .,m}

donde i = {1, . . . , p} y X es el universo de discurso.
2. Obtención de los pesos globales : a continuación se aplica el método del centro

de gravedad (CG) para obtener los pesos globales de cada criterio w̃i.

CG =

∫
µw̃i

(x) ∗ xdx∫
µw̃i

(x)
, x∈X (9)

El resultado es un vector de pesos para los criterios W = (w1, . . ., wp).
3. Normalización de los pesos : finalmente, los vectores de pesos obtenidos son

normalizados.
p∑

i=1

wi = 1 (10)

3.5. Proceso de Agregación

En esta fase las valoraciones de los expertos son agregadas mediante un ope-
rador de agregación difuso ψ(·) para obtener un valor colectivo r̃li, para cada
criterio ci, y alternativa xl.

r̃li = ψ(r̃kli ) (11)

3.6. Aplicación del Método TOPSIS Difuso

Finalmente, se utiliza el método TOPSIS difuso para obtener un ranking de
alternativas y seleccionar la mejor de ellas. El método TOPSIS difuso consiste
en los siguientes seis pasos [3,18]:

Construir la matriz de decisión normalizada R̃ = (r̃li)nxp utilizando los valo-
res colectivos obtenidos en el proceso de agregación r̃li.

Obtener la matriz de decisión normalizada ponderada Ṽ = (ṽli)nxp donde
ṽli = r̃li ∗ wi.
Definir la solución ideal positiva y negativa difusa.

Ã+ = (ṽ+1 , . . ., ṽ
+
p ), Ã− = (ṽ−1 , . . ., ṽ

−

p ),

donde ṽ+i = (1, 1, 1, 1) y ṽ−i = (0, 0, 0, 0).
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Calcular la distancia de cada alternativa respecto a la solución ideal positiva
y negativa Ã+, Ã− respectivamente.

dl+ =

p∑

i=1

d(ṽli, ṽ
+
i ) dl− =

p∑

i=1

d(ṽli, ṽ
−

i ) (12)

donde l = {1, . . ., n} y d(·, ·) es la distancia entre dos números difusos trape-
zoidales.
Calcular el coeficiente de cercańıa para cada alternativa,

CCl =
dl−

dl+ + dl−
(13)

Ordenar las alternativas atendiendo al coeficiente de cercańıa obtenido CCl.

4. Conclusiones

En algunos problemas de toma de decisión es necesario definir múltiples cri-
terios de diferente naturaleza para poder valorarlos de la forma más apropiada.
Además, en algunas ocasiones los expertos que participan en el problema de
decisión dudan cuando tienen que expresar sus valoraciones porque no tienen
suficiente información o conocimiento sobre dicho problema, y el uso de un úni-
co término lingǘıstico no es suficiente para reflejar su valoración. El concepto de
Conjunto de Términos Lingǘısticos Difusos Dudosos (CTLDD) permite modelar
este tipo de incertidumbre provocada por la duda. En este trabajo hemos pre-
sentado un proceso de selección basado en un modelo difuso de toma de decisión
multi-criterio TOPSIS capaz de modelar información heterogénea incluyendo el
uso de expresiones lingǘısticas comparativas basadas en CTLDD.
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